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Subiectul I

Se consideră matricea A =

(
2 1
−2 −1

)
şi mulţimea G = {Xa = I2 + aA , a > −1}.

a) Arătaţi că (G, ·) este grup abelian.

b) Demonstraţi că funcţia f : G → R, f(Xa) = ln(a+ 1) este izomorfism de la grupul (G, ·) la
grupul (R, ·).

c) Arătaţi că X1 ·X2 · · · · ·Xn = X(n+1)!−1, n ∈ N, n ≥ 2.

a) Fie Xa, Xb două elemente oarecare din G. Atunci ∃a > −1, ∃b > −1 astfel
ı̂ncât Xa = I2 + aA şi X(b) = I2 + bA.
X(a) · X(b) = I2 + (a + b)A + abA2 = I2 + (a + b + ab)A = Xa+b+ab, unde
a+ b+ ab > −1 ⇒ X(a) ·X(b) ∈ G, adică G este parte stabilă a lui M2(R) ı̂n
raport cu ı̂nmulţirea matricelor.

1p

Înmulţirea ı̂n G este asociativă, comutativă şi I2 = X0 este element neutru.
Fie Xa ∈ G şi Xa′ ∈ M2(R) astfel ı̂ncât Xa ·Xa′ = I2 ⇒ Xa+a′+aa′ = X0 ⇒
a + a′ + aa′ = 0 ⇒ a′ = − a

a+1 > −1, pentru a > −1, rezultă că X −a
a+1

∈ G.

Prin urmare, orice element din G este simetrizabil ı̂n raport cu ı̂nmulţirea.

2p

Ca urmare a celor stabilite anterior, (G, ·) este grup abelian.

b) Fie X(a), X(b) ∈ G astfel ı̂ncât f(Xa) = f(Xb) ⇒ ln(a + 1) = ln(b + 1) ⇒
Xa = Xb ⇒ f este injectivă.

1p

f(Xa) = y ⇒ ln(a + 1) = y ⇒ a = ey − 1 > −1 ⇒ ∀y ∈ R, ∃Xa ∈ G astfel
ı̂ncât f(Xa) = y ⇒ f este surjectivă.

1p

În concluzie, f este izomorfism de la grupul (G, ·) la grupul (R, ·).

c) f(X1 ·X2 ·· · ··Xn) = f(X1)+f(X2)+· · ·+f(Xn) = ln 2+ln 3+· · ·+ln(n+1) =
ln(2·3·· · ··(n+1)) = ln(n+1)! = f(X(n+1)!−1) =⇒ X1·X2·· · ··Xn = X(n+1)!−1)

(f injectivă)

2p

Subiectul II
Să se determine primitivele funcţiilor:

a) f : (0,+∞) → R), f(x) = 1
x(x2023+1) .

b) f : (0, π) → R, f(x) = 1+sin x
1+cos xe

x.



c) f : (1,+∞) → R, f(x) = 1
x2

√
x−1
x+1 .

a) ∫
f(x)dx = − 1

2023

∫
−2023

x2024 ·
(
1 + 1

x2023

)dx = − 1

2023
· ln

(
1 +

1

x2023

)
+ C

2p

b) ∫
f(x)dx =

∫
ex

1 + cosx
dx+

∫
sinx

1 + cosx
exdx =

3p

∫
ex

1 + cosx
dx+

∫
sinx

1 + cosx
(ex)′dx =

∫
ex

1 + cosx
dx+

ex sinx

1 + cosx
−

∫ ( sinx

1 + cosx

)′
exdx =

∫
ex

1 + cosx
dx+

ex sinx

1 + cosx
−
∫

ex

1 + cosx
dx =

ex sinx

1 + cosx
+ C

c) ∫
f(x)dx = −

∫ √
1− 1

x

1 + 1
x

·
( 1

x

)′
dx = −

∫ √
1− t

1 + t
dt =

2p

−
∫

1√
1− t2

dt+

∫
t√

1− t2
dt = − arcsin t−

∫
(
√
1− t2)′dt =

− arcsin t−
√
1− t2 + C = − arcsin

1

x
−

√
1− 1

x2
+ C

2



Subiectul III
Fie f = X3 −X + 1, g = X5 − 5X4 +X3 + 15X2 − 3X − 9, f, g ∈ R[X]

a) Dacă x1, x2, x3 sunt rădăcinile lui f , să se calculeze g(x1) + g(x2) + g(x3).

b) Să se determine rădăcinile lui g.

a) Din relaţiile lui Viete avem g(x1) + g(x2) + g(x3) = −5− 5 · 5+ (−3)+ 15 · 2−
3 · 0− 9 = −15.

3p

b) g(x) = (x− 1)(x4 − 4x3 − 3x2 + 12x+ 9) 2p

x1 = 1;
(
x− 3

x

)2

− 4
(
x− 3

x

)
+ 3 = 0 ⇒ x2,3 = 3±

√
21

2 ; x4,5 = 1±
√
13

2 2p

Subiectul IV
Pentru fiecare n ∈ N∗, se consideră funcţia fn : [0, 1] → R, fn(x) = (1− x)n.

a) Să se calculeze
∫ 1

0
f3(x)dx.

b) Să se arate că
∫ 1

0
xfn(x)dx = 1

(n+1)(n+2) , ∀n ∈ N∗.

c) Să se calculeze limn→∞
∫ 1

0
fn

(
x
n

)
dx.

a) ∫ 1

0

(1− x)3dx =

∫ 1

0

u3du =
u4

4

∣∣∣1
0
=

1

4

2p

b) Cu substituţia 1− x = t, se obţine: 2p

∫ 1

0

xfn(x)dx =

∫ 1

0

(1− t) · tndt =
( tn+1

n+ 1
− tn + 2

n+ 2

)∣∣∣1
0
=

1

(n+ 1)(n+ 2)
.

c) ∫ 1

0

fn(
x

n
)dx =

∫ 1

0

(
1− x

n

)n

dx = − n

n+ 1

(
1− x

n

)n+1∣∣∣1
0
=

2p

− n

n+ 1

(
1− 1

n

)n+1

+
n

n+ 1
⇒ lim

n→∞

∫ 1

0

fn

(x
n

)
dx = −1 · e−1 + 1 = 1− 1

e
.

1p
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